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那么，δ 是 F-横截的当且仅当 δ∆(F) = 0（参见 [YZ22, Lemma 2.12]）。如果 δ 是一个闭浸入，且

j : T \W → T 是一个开浸入，那么我们有

δ∆F := i!(F ⊗L f∗j∗Λ).(4.1.4)
以下引理给出了横截条件和 ULA 条件之间的等价刻画。

引理 4.2 ([XY23, Lemma 2.2]) 设 f : X → S 是诺特概形之间的有限型态射，且 F ∈ Dctf(X,Λ)。

以下条件是等价的：

1. 态射 f 相对于 F 是 ULA 的。

2. 对任何 G ∈ Dctf(X,Λ)，自然态射

DX/S(G)⊠L F −→ RHomX×SX(pr∗1G, pr!2F)(4.2.1)
是 Dctf(X ×S X,Λ) 中的同构，其中 pr1 : X ×S X → X 与 pr2 : X ×S X → X 是投影，而

DX/S(F) = RHom(G,KX/S) 且 KX/S = Rf !Λ。

3. 对于诺特概形之间的任意笛卡尔图

Y ×S X

pr1
��

pr2 // X

f

��
Y

δ
// S

□(4.2.2)

以及任意的 G ∈ Dctf(S,Λ)，态射 cδ,f,F ,G 是一个同构（特别地，δ 是 F-横截的）。

4.3 NA类 考察 SchS 中的交换图 (3.6.1)。设 i : X×Y X → X×S X 是对角态射 δ : Y → Y ×S Y

的基变换：
X

f

��

_�

δ1
��

□

X_�

δ0
��

X ×Y X
i //

p

��

// X ×S X

f×f

��
Y

δ // Y ×S Y,

□

(4.3.1)

其中 δ0 和 δ1 是对角态射。设 KX/Y /S := δ∆KX/S ≃ δ∗1δ
∆δ0∗KX/S。根据 (4.1.3)，我们有以下的

杰出三角形（参见 [YZ22, (4.2.5)]）
KX/Y → KX/S → KX/Y /S

+1−−→ .(4.3.2)
设 F ∈ Dctf(X,Λ) 使得 X \Z → Y 相对于 F|X\Z 是 ULA 的，且 h : X → S 相对于 F 也是 ULA
的。我们定义

HS = RHomX×SX(pr∗2F , pr!1F), TS = F ⊠L
S DX/S(F).(4.3.3)

相对上同调示性类 CX/S(F) 由以下复合给出（参见 [YZ22, 3.1]）：

Λ
id−→ RHom(F ,F) ≃ δ!0HS

(4.2.1)←−−−
≃

δ!0TS −→ δ∗0TS
ev−→ KX/S .(4.3.4)

根据对 F 的假设，由 [YZ22, 4.4] 可知，δ∗1δ
∆TS 的支撑集在 Z 上。NA 类 C̃Z

X/Y /S(F) 由以下复

合给出（参见 [YZ22, Definition 4.6]）：

Λ→ δ!0HS
≃←− δ!0TS ≃ δ!1i

!TS −→ δ∗1i
!TS → δ∗1δ

∆TS
≃←− τ∗τ

!δ∗1δ
∆TS → τ∗τ

!KX/Y /S .(4.3.5)
如果以下条件成立：

H0(Z,KZ/Y ) = 0 且 H1(Z,KZ/Y ) = 0,(4.3.6)

那么映射H0
Z(X,KX/S)

(3.6.2)−−−→ H0
Z(X,KX/Y /S)是同构。此时，同调类 C̃Z

X/Y /S(F) ∈ H0
Z(X,KX/Y /S)

定义了 H0
Z(X,KX/S) 中的一个元素，我们将其记为 CZ

X/Y /S(F)。
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5 Motives的分歧理论

5.1 二次型 Artin导子 当本人在雷根斯堡大学做博士后研究时，Denis-Charles Cisinski 教授提出

了一个关于构建 motive 的示性链的项目。为此，我们必须考虑以下要素：

1. 设 X 是完满域 k 上的光滑代数簇。我们需要为可构造 motivic 谱 F ∈ SHc(X) 定义奇异支

撑；

2. 当 X 是一条光滑曲线时，我们必须构造 Artin 导子的二次型版本。更确切地说，我们必须

在每个闭点 x ∈ |X|处构造一个二次型 aQx (F) ∈ GW(k(x))，其中 GW(k(x)) 是在 k(x) 上

的（虚）非退化对称双线性型构成的 Grothendieck-Witt 环；

3. 构造二次型版本的 Milnor 公式 (1.5.2) 与导子公式 (1.5.3)；
4. 为某些具有好性质的 SH motive，构造示性链的二次型版本。

通过使用 F-横截性条件代替 ULA 条件（参见引理 4.2），我们可以使用 Beilinson 的方法来

定义 motive 的奇异支撑。然而在当时，很难为 motive 定义 Artin 导子。后来我们在论文 [YZ22]
中观察到一个平展可构造层的 Artin 导子可以用 NA 类来表达（参见 (3.9.1)）。基于此，我们在

[JY22] 中成功定义了一个可构造 motive 的 Artin 导子，并证明了 Grothendick-Ogg-Shafarevich 公

式 (1.4.1) 的二次型版本。

定理 5.2 ([JY22, Theorem 1.3]) 设 p : X → Spec(k) 是一个光滑且紧合的态射，其中 X 是连通

的。设 Z 是 X 的一个无处稠密的闭子概形，其补集为 U。设 F ∈ SHc(X) 是一个可构造 motivic
谱，使得 F|U 是可对偶的。那么我们有以下的等式：

χ(p∗F) = p∗(rkF · e(TX/k))− aQZ (F) in GW(k)[1/2].(5.2.1)
如果 k 的特征不等于 2 且 X 是奇维的（例如 X 是光滑曲线），则有：

χ(p∗F) = rkFet · χ(X/k)− aQZ (F) in GW(k).(5.2.2)

5.3 二次型Milnor公式与导子公式 对于球面谱 Ik, Levine、Lehalleur 以及 Srinivas [LPS24] 研究

了二次型版本的 Bloch 导子公式（以及 Deligne 的 Milnor 公式）。他们提出了一个关于（孤立的）

齐次和拟齐次奇点的二次型导子公式的猜想。为了处理正特征的非孤立情况，必须考虑 Artin 导

子与 Swan 导子的二次精细化。

基于 [JY22] 中的方法, 我们可以同时回答 5.1 中的第 (3) 项与第 (4) 项。实际上，在 [YZ22]
中，我们发现导子公式是 NA 类的函子性质的结果。我们可以使用相同的策略来证明二次型版本

的导子公式。对于第 (4) 项，如果 F 的奇异支撑的维数等于 dimX，那么我们可以使用 3.8 中描

述的方法来定义 F 的示性链的二次精细化。
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